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MNOHOSTEN, MNOHOSTENNA PLOCHA, KOSTRA MNOHOSTENU

Eukleides povazoval mnohostén za plné téleso, Platdn za duté, tedy pouze za povrchovy Utvar. V geometrii,
tedy ve Skolni geometrii, asto nepovazujeme za nutné odlisit pojmy mnohostén a mnohosténna plocha,
a tak dochazi k nedorozuménim. (Definice téchto pojmu Ize nalézt napf. v Sekaninové publikaci Mnohostény
nebo v mé publikaci [TG4].) K dalSimu zmateni dochazi, pokud abstrahujeme mnohostén pouze na mnozinu
sloZzenou z vrcholll a stran mnohouhelnikd, tedy kostru mnohosténu.

Budeme-li vytvaret modely mnohosténl, mnohosténnych ploch a koster mnohostén(, presvédéime se, ze
maji rizné stereometrické vlastnosti.

Napfriklad v roce 1897 objevil francouzsky inZenyr Raoul Bricard
kostry osmistén(, které se pohybuji (obr. 1).

Jeho osmistény tvofi pouze hrany, nékteré v prostoru
prochazeji vnitfkem mnohosténu.

Obr. 1 Kostry obou Bricardovych pohyblivych osmistént

Trojuhelnikové stény Bricardovych osmistén(, definované vrcholy a hranami, se protinaji. Modely jsem si
vytvorila z bréek a provazkd, a tak jsem se v souladu s Komenského doporucenimi (Didaktika velikd) [TG7]
na vlastni oci presvédcila o jejich pohyblivosti. Ovéfila jsem si, Ze i kdyz zUstava stabilni délka hran, modely
nejsou pevné a nezachovavaji tvar.

KONVEXNi A NEKONVEXNi MNOHOSTEN

Po dvé tisicileti bylo slovo mnohostén synonymem pro konvexni mnohostén. Bylo to disledkem Eukleidova
zavedeni mnohostén( jako , utvari télesovych omezenych podobnymi rovinami”.

Eukleides v Zdkladech, Knize XIII. totiz pise:

,Pravim jesté, Ze kromé recenych péti utvari nesestrojis utvaru jiného, jeZ by byl omezen stejnymi uhelniky
stejnostrannymi a stejnouhlymi.“
Témi péti utvary byly minény tzv. Platédnovy nebo také pravidelné mnohostény, tedy

tetraedr, oktaedr, ikosaedr, hexaedr a dodekaedr - v daném poradi jsou na obr 2. (Vice viz [TG2].)
PIné i duté modely jsou pevné. -

Obr. 2 Modely dutych a plnych
pravidelnych mnohosténd [TG2]

Z dvaceti rovnostrannych trojuhelnik( Ize vymodelovat i jiny Utvar, neZ pravidelny dvacetistén.
Na obr. 3 jsou zobrazeny jednoduché a oéekavané kostry dvou
rdznych dvacetisténd — forma konvexni a nekonvexni. Kostry po
sestaveni nejsou pohyblivé.

Obr. 3 Kostry konvexniho a nekonvexniho dvacetisténu




IZOMETRICKE MNOHOSTENY

Pro izometrické mnohostény plati: Mezi body jejich povrchl je mozné najit takovy vzajemny vztah, Ze kazdé
spojnici na povrchu jednoho odpovida na povrchu druhého spojnice téze délky.

Izometrii zachovavaji také papirové mnohosténné plochy na obr. 4, kde se proménila konvexni podoba
Johnsonova mnohosténu Js; - pentagonal orthocupolarotunda — v nekonvexni Utvar, v misku.

Vysttihovanku Miska s viini kvétin jsem sestrojila pro ¢asopis abc v roce 2000. Obé formy mnohosténu jsou
pevné. Oba mnohostény mély tutéz sit.

Otdzka existence a jednoznacnosti mnohosténu, ktery ma danou sit, je spojena se Sirokym okruhem
matematickych otazek, které jsou obsahem tzv. vnitini geometrie povrchii. Problém lze pfriblizit pomoci
fiktivnich bytosti, které se pohybuji v ploSe povrchu a nemaji mozZnost zkoumat oblast uvnitf prostorového
utvaru (odchylky stén, objem, odchylky dvou ¢ar v prostoru apod.).

Dva rhzné, nikoliv shodné prostorové utvary mohou mit
tutéz vnitini geometrii povrch(. (Viz zminénd dvojice
konvexniho a nekonvexniho dvacetisténu.)

Je proto zfejmé, Ze mnohostén svou siti neni urcen.

Obr. 4 Proména Johnsonova mnohosténu Js;

1IZOMORFNi MNOHOSTENY

Obecné: lzomorfismus je vzijemné jednoznacné (bijektivni) zobrazeni mezi dvéma matematickymi
strukturami, které zachovava vsechny vlastnosti jednou strukturou definované.

Tedy kazdému prvku prvni struktury odpovida pravé jeden prvek struktury druhé a toto pfirazeni zachovava
vSechny definované vztahy k ostatnim prvkim.

Pokud existuje izomorfni zobrazeni mezi dvéma mnohostény, budou se
oznacovat jako mnohostény izomorfni (viz obr. 5). Takovou dvojici je
napriklad krychle [TG1] a rovnobéZznostén [TG6].

Sestavené modely jsou pevné, pfi jemném stisku se jejich povrch
nedeformuje.

Obr. 5 Izomorfni mnohostény — krychle a rovnobéznostén

Je zfejmé, Ze izometrické mnohostény jsou téZz navzajem izomorfni.
Odpovidajici si stény jsou navic navzajem shodné, a Ize je tedy rozvinout do shodnych siti.

METAMORFY

V Tvorivé geometrii 3 — Modely proménlivych utvari

jsem publikovala zvlastni skupinu uzavienych mnohosténnych ploch,
které Ize v prostoru proménovat. Jejich zakladni prvky vsak svij tvar
nemeéni, z(stavaji pevné.

Nejznaméjsi jsou prstence proslavené jako kaleidocykly pokryté
escherovskymi dekory, které na né prenesli Schattschneiderova
a Walker. V publikaci [TG3] nabizim mé vlastni pokryvani i ndvody,
jak kaleidocykly vytvaret. Prstence patfi do skupiny geometrickych
objekt(, které Robert Byrnes v roce 2004 oznacil jako metamorfy.
Metamorf je podle Byrnese papirovy 2D nebo 3D model, ktery se
manipulaci transformuje do rlznych podob, aZ se navrati k prvni
podobé. Tuto proménu Byrnes oznacuje jako plnocyklickou.

Obr. 6 Metamorfy — kaleidocykly [TG3]


https://cs.wikipedia.org/wiki/Bijekce
https://cs.wikipedia.org/wiki/Zobrazen%C3%AD_(matematika)
https://cs.wikipedia.org/wiki/Matematick%C3%A1_struktura
https://cs.wikipedia.org/wiki/Matematick%C3%A1_struktura
https://cs.wikipedia.org/wiki/Prvek_mno%C5%BEiny

Upresnuje, Ze se nemuZe stat, aby se pohyb v jistém okamzZiku zastavil a my se museli vracet. To by podle
ného nebyl metamorf.

CAUCHYHO TEORIE RIGIDITY (RIGIDITY CONJECTURE)

Konvexni a z nich nekonvexni formy dvacetisténu (obr. 3) nebo J3; (obr. 4) nemlzeme ziskat jinak, neZ Ze
modely rozfizneme, upravime a znova sloZime. Jak bylo uvedeno, jejich modely jsou pevné.
Hypotéza, Ze jsou pevné vSechny mnohostény, se stala zndmd jako Cauchyho hypotéza pevnosti, rigidity.

Nekonvexni mnohostény vsak tuto vlastnost obecné nemaji. Pfikladem nepevného povrchu je papirovy
model nekonvexniho dvaceti ¢tyfsténu s trojuhelnikovymi sténami (obr 8a). Pfi jeho ,,zmacknuti” se jednd
o jiny pohyb a vyslednou zménu, o jinou pohyblivost, nez u metamorfl. Tentokrat jakkoliv malo zménime
jemnym stiskem tvar mnohosténné plochy (mnohosténu), dostdvame jiny mnohostén. Ten uz neni s prvnim
shodny, oba zlstavaji navzajem pouze izometrické.

Sit hvézdicky, jejimz pldorysem a jednou z poloh ,do obalky” je hvézdicovy Sestithelnik (obr. 8b) jsem
publikovala v 25. Cisle ¢asopisu abc v roce 2004 spolu s flexibilni dvojhvézdou majici funkci ozdobné Spice
vanocniho stromku pod nazvem ,Betlémskad hvézda“ (obr. 7).

Obr. 7 Pohyblivé povrchy vanocnich dekoraci

Obr. 8a, 8b Krajni polohy Betlémské hvézdy

Kazda prostorova poloha hvézdy (obr. 8a) je s jinou jeji polohou ve vztahu flexibility (pohyblivosti), dva takto
si odpovidajici mnohostény jsou izometrické. Tyto izomery lze nazyvat FLEXIMERY nebo téz FLEXORY.

Hypotéza o pevnosti vSech uzavienych mnohosténli byla sobjevenim flexorl vyvracena, opravena
a formulovana jako tzv.

CAUCHYHO VETA (1813). Zde jsou dvé z jejich riiznych formulaci:
e Jsou-li vSechny stény jednoho ze dvou izomorfnich konvexnich mnohostén(i shodné
s odpovidajicimi sténami druhého, pak jsou tyto mnohostény pevné.
¢ Uzavieny konvexni mnohostén je pevny.

Zaroven bylo vyvraceno starsi nez Cauchyho, a to Eulerovo tvrzeni (1766), Ze uzavreny prostorovy utvar
nedovoluje zmény bez toho, Ze by byl rozriznut (,ripped”).

Obecné plati pouze to, Zze konvexni mnohostény (mnohosténné plochy) s pevnymi sténami jsou pevné, tj.
nemohou byt bez poSkozeni stén proménovany v jiny tvar.

Dvojice izometrickych nikoliv shodnych mnohosténli (mnohosténnych ploch) mohou byt
e konvexni - nekonvexni nebo
e oba nekonvexni.

Lze je také délit podle toho, jak mohou byt v sebe navzajem proménény:
1. RozloZenim a novym sloZenim povrchu, tedy rozfiznutim, zménou, slepenim (obr. 4).

2. Bez rozloZeni, pouze spojitou deformaci, ktera zachovdvd metrické vlastnosti
stén (obr. 8) = FLEXORY.




Cromwell v publikaci Polyhedra zavadi pojem typové ekvivalentnich mnohosténu:

Dva mnohostény Pi, P, jsou typové ekvivalentni prdavé tehdy, kdyZ P; je shodny s P,
nebo existuje spojitd deformace mnohosténu P1, kterd zachovdvad metrické vlastnosti
stén a jejimZ vysledkem je mnohostén P, shodny s Pi.

Kazdé dveé razné prostorové konfigurace flexoru jsou dvojici typové ekvivalentnich mnohosténd.

FLEXORY S TROJUHELNiIKOVYMI STENAMI

V roce 2004 jsem v rGiznych zdrojich vyhledavala flexory s trojuhelnikovymi sténami, vytvarela jejich papirové
modely, presvédcila se o jejich flexibilité a sestavila pro svoji dizertacni préci kolekci vseho, co bylo k nalezeni.

Wunderlich

Obr. 9 Wunderlichiv skdkajici osmistén Obr. 10 Goldbergerovy flexory

Jednim z prvnich papirovych modell flexoru byl zftejmé Wunderlichliv tzv. ,skakajici“ osmistén (obr. 9):
Zmackneme-li horni podstavu sestaveného polozeného mnohosténu smérem dol(, sam se vypruzi zpét.
Goldberg prisel na dva flexibilni mnohostény (obr. 10). Prvy z nich se stisknutim uprostfed pohybuje témér
neznatelné. Druhy je nekonvexni delta-dvacetistén, jehoz pohyb pfi stisku uprostred je jiz znatelnéjsi a navic
soumérny.

S dalSim pohyblivym povrchem pfisel Mason (obr. 11): Nad pét stén krychle pfipojil pravidelné Ctyrboké
jehlany, jejichz stény jsou rovnostranné trojuhelniky, nad Sestou sténu krychle umistil ¢tyrboké antiprizma,
které ma nad cCtvercovou podstavou opét pravidelny ctyrboky jehlan. PFi stisknuti se mnohostén
»promackne”, aniz by se stény deformovaly.

Na internetu jsem tehdy nasla ,Connelly flexible polyhedron” (obr. 12).

Obr. 11 Masonav flexor Obr. 12 Connellyho flexor

Steffen objevil priklad flexoru se 14 sténami a 9 vrcholy (obr. 13).
»Jessen’s orthogonal icosahedron” pfi stisku protilehlych vrchol(l jakoby ,,dychd” (obr. 14).

Obr. 13 Steffenav flexor Obr. 14 Jessenuv flexor



DELTA FLEXORY

Dva z vySe uvedenych flexibilnich mnohosténd maji povrch vytvoreny pouze z rovnostrannych trojuhelnikd.
Mnohostény s touto vlastnosti se nazyvaji deltastény (fecké /\, ¢ - delta).
Proto jsem obdobné pojmenovala takové flexory jako delta flexory a hledala dalsi.

Matematik Hans Freudenthal (1905 — 1990) v roce 1947 dokazal, Ze konvexnich deltastén( je pravé osm
a nekonvexnich nekone¢né mnoho. Vzhledem k tomu, Ze delta flexory budou nekonvexni, Ize usoudit, Ze
i jich maze byt nekone¢né mnoho.

V roce 2011 se mi v kratké dobé podafilo objevit pétici delta flexor (obr. 15), které jsem charakterizovala
podle poctu stén a podle poctu vrchol( s jistou valenci (uvedeno za lomitkem):

1. 22-delta flexor; 13 vrchol( - 7/4, 4/6, 2/7

2. 24-delta flexor; 14 vrcholt - 3/4, 6/5, 3/6, 2/7

3. 24-delta flexor;15 vrcholG - 6/4, 3/5, 4/6, 2/7

4. 26-delta flexor; 15 vrcholt - 2/3, 5/4, 2/5, 2/6, 2/7, 2/8
5. 48-delta flexor; 25 vrcholt - 2/4, 16/5, 8/7

Obr. 15 Pétice delta flexort, © Marie Kupcdkova 2011

Pohyblivost téchto péti delta flexorl jsem predvedla ucastnikim 31. konference o geometrii a grafice a svuj
objev uverejnila ve sborniku této konference.

Zavérecnd poznamka
Sité pétice flexorll jsem dosud (2024) nepublikovala. Pokud vsak zaznamenam zajem verejnosti, mohu tak
ucinit prostrednictvim mych webovych stranek.
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