1. CLANEK ~ KUPCAKOVA. M. Kouzelné pdsky na vdnoéni ubrousky. ABC , roc. 46, €. 26

KOUZELNE PASKY NA VANOCNi UBROUSKY

Barevny prouzek z dnesniho svatecniho cisla ma svij specialni nazev, rika se mu Mobiuv pasek a skryva
mnoho netusenych kouzel. Tfi Mobiovy pdsky si mUzZete sestavit, pouZit je pfi Upravé Stédrovecerni tabule
(Ize jimi provléknout papirové ubrousky) a kouzla si ponechat az na druhy den, na BoZi hod vanocni.

Ukdzka strdanky abc

NAVOD NA SESTAVENI

Prouzky po obvodu vystfihnéte. Cernou ¢aru uprostfed naryhujte podle pravitka a pasky prehnéte. Cely
rub potrete bilou lepici pastou, nechte papir chvili zméknout a slepte k sobé (ne az do konce). Kazdy
prouzek prekrutte o 180° (o jednu pdlotacku), zasurite zalozku do druhého konce a prilepte. Cary a barvy
na sebe navazuji. Peclivé si s kazdym modelem pohrajte, aby pasky byly na vSech mistech vypnuté a aby
byly pfekroucené vidy proti slepenému spoji.

KouzLo CisLO 1

Vyznacte si fixou na ,jedné” strané prouzku kole¢ko a z ,druhé” strany kfizek. Lze nakreslit
nepreruSenou ¢aru od kolecka ke kfizku, aniz byste presli pfes okraj prouzku? (Ano, je to jednostrannd
plocha.) Prochdzky mravence po takové ploSe dokonale zobrazil M.C.Escher a vy je mlZete sledovat na
strance http://www.worldofescher.com/gallery/MobiusStripll.html (2001).

KouzLo CisLo 2

Druhy prouzZek roztiznéte (popripadé rozstrihnéte) ve Zluté ose. Co myslite, Ze se stane? (Nerozpadne se,
je dvojndsobné dlouhy a lIze jej pékné ,vloZit” do sebe tak, Ze md opét podobu plvodniho Mdébiova
prouzku.)

KouzLo CisLo 3

Treti prouZek stfihejte na rozhrani barev ervené a zelené. (Co se stane, Vdm neprozradime.)

A CO DAL?

Pokud Vas hra svynalezem Augusta Ferdinanda Mobia (1790-1868), némeckého matematika a
astronoma, zaujala, nastfihejte si papirové prouzky vhodné Sirky a délky, pretoéte je o jednu, dvé, tfi
pulotacky a slepte. Mlzete ddle zkouset kouzla s jejich rozstfihavanim.

Konstrukce a slepeni modelu Marie Kupcakova



http://www.worldofescher.com/gallery/MobiusStripll.html

2. CLANEK

KUPCAKOVA. M. DZinova Ighev. ABC, ro¢. 49, s. 24 a 26

DZINOVA LAHEV

Dzinova lahev

Dokonceni ze str. 24

DZINOVA LAHEV

Uz ted ma sestaveny model tvar lahvi¢ky nebo
vézicky. Lahev s dzinem viak musf byt zavi¢ko-
vand, aby duch nemohl nekontrolované fadit.
Pouzijte valcovou krabicku od lentilek, jejiz
vy3ka je 10 cm a pramér asi 4 cm (60 g).
Zkusmo ji vsuiite do slozeného modelu. Po-

kud je mezi hrdlem a krabickou vile, lentilky
vyjméte, pfilepte dokola na krabicku prouZek
papiru (napf. odstfizek z vystfihovanky). Do
sestaveného modelu nasypte asi dvé lZicky
ryze, podrzte ldhev ve vodorovné poloze, za-
sufite do ni krabi¢ku lentilek a v kraji slepte.
Lahev postavte a zatfepejte s ni. Ryze uvnitf
pékné vypne a zpevni spodni ¢ast modelu.

Marie Kupéakova
Slepeni modelu autorka

VYTVORENI PLOCHY
Rotaci jednoduché lomené &iry
(viz obrazek) kolem osy, ktera lezi

ve stejné roviné jako &ara, vznikne
rotaéni plocha. Bude mit &tyfi
Easti: plast vélce, dva plasté rotac-
nich komolych kuzelii a kruh.

Zajima vés, prog se fika .komoly
kuzel”? Kdysi davno se pouZival
vyraz komoly pro bezrohy. Do-
konce na Valaisku se bezrohé
kravé se fikalo gomola. Dfive se

pak navic i v geometrii pouzival

termin roh misto vrchol. Proto byl

2zfejmé kuZel bez wvrcholu (navic
d jici homoli) poji

vén jako kuzel komoly.

lomené éry kolem osy

Ukdzka stranky abc

SlySeli jste o tom, jak je nebezpecné vypustit dzina z lahve? Tato orientdlni pohadkova bytost dokaze na
svobodé natropit péknou paseku! A vite, jak vypada lahev, v niZ dzin pfebyva? Mozind ma tvar modelu
z nasi vystfihovanky. Pfipravili jsme ji dokonce jako obal na megalentilky, takZze bude skryvat i sladké
pokuseni.

SESTAVENI MODELU

Model ma Ctyri dily: kruhovou podstavu A, dva plasté B a C rotacnich komolych kuZel(l ve tvaru vyseci
mezikruzi (spodni je se zalozkami) a obdélnikovy plast D valce se zalozkami. VSechny ¢asti po obvodu
vystrihnéte. ,,Zubaté” zalozky jemné ohnéte. U valce D naryhnéte Zlutou linku, prehnéte v ni model na lic a
vsechny obdélni¢kové zalozky az k lince nastfihnéte. Slepte plast B dolniho kuzZele, potom plast C horniho
kuzele, potrete najednou vsechny zalozky spolecné kruhové hrany a obé cCasti slepte. Pokud mozno



nemackejte, oblé plochy se budou samy vypinat. Slepte plast valce D. Potfete lepidlem vSechny zalozky,
vsunte hrdlo do lahve a zespod prilepte. K dolni kruhové hrané prilepte modrou podstavu A. (MUzZete
vsunout dovnitf krabicku megalentilek a dokonit pfitisknuti.)

DZINOVA LAHEV

UzZ ted ma sestaveny model tvar lahvi¢ky nebo vazicky. Lahev s dzinem vSak musi byt zavickovand, aby duch
nemohl nekontrolované radit. Pouzijte valcovou krabic¢ku od lentilek, jejiz vyska je 10 cm a priimér asi 4 cm
(60 g). Zkusmo ji vsurite do slozeného modelu. Pokud je mezi hrdlem a krabi¢kou vile, lentilky vyjméte,
prilepte dokola na krabi¢ku prouzek papiru (napf. odsttizek z vystfihovanky). Do sestaveného modelu
nasypte asi dvé lzicky ryZe, podrzte ldhev ve vodorovné poloze, zasunte do ni krabi¢ku lentilek a v kraji

slepte. Lahev postavte a zatfepejte s ni. RyZe uvniti pékné vypne a zpevni spodni ¢ast modelu.
Konstrukce a slepeni modelu Marie Kupcakova

3. CLANEK  KUPCAKOVA. M. Kleinova IGhev. ABC , ro¢. 49, s. 21 a 24

KLEINOVA LAHEV JAKO DAVKOVAC ANTIPERLI

TOPOLOGIE NA INTERNETU

Nase dnesni ladhev se opravdu jmenuje Kleinova, ale
vyznacny matematik Felix Klein (1849 — 1925) v ni
neprebyval. On ji vymyslel, vyvolal mezi matematiky
UZas a nesmazatelné se s ni zapsal do oboru zvaného
topologie. MUlzZete se o tom sami presvédcit: Na
webovych strankach pod heslem Kleinova lahev
najdete asi 21 odkaz(, ale zadate-li Klein Bottle, je uz
odkaz 103000 (v roce 2004). Na internetovych
adresach naleznete rozmanité podoby Kleinovy lahve,
vymodelované ze skla, gumy, Upletu ¢&i na pocitaci.

Papirovy model, ktery vdm nabizime, ale nenajdete.
Byl pfipraven specialné pro Sikovné modelare abicka. Navic jsme mu propujcili funkci ddvkovace bonbonku
zvanych antiperle.

Slozte kominek C (pfi lepeni jej mozete
stisknout na plocho). Sestaveny kominek
prostréte vystfizenym obdélnikovym
otvorem v dilu A, potfete jeho 23loZky
a podle oznaleni slepte 2 - 5.
Siozte dily F a G (barva je uvniti) a se-
stavte je k sobé. Vytvoli se jakoby
Jvnitini plocha” kalichu,
Sestavte kominky E a H (pozor - zéloZzka
u H je pfilepena vné — barva je uvnitf). Po-
stavte F na podioZku a na zaloZky dilu G
z rubu naviéknéte a prilepte podle ozna-
¢eni 9 - 12 kominek E. Do jeho wvnitfku ze-
spod zasuite (smérem od F do G) a pfilepte
podle oznadeni dil H, ktery pékné zakryje

TOPOLOGIE NA INTERNETU

u-umummummmmmwmmmuw
1925) v ni nepiebyval. On ji vymyslel, vyvolal mezi matematiky GZas a nesmazatelné se s nf za-
psal do oboru zvaného topologie. MiZete se o tom sami presvédiit: Na webovych strankach
mmmnw-ummuz\m*wxmm.huw

-

)

|
06 oo
S

L]

]

1o

|

i

-

=3 SO S sl S

internetovych adresdch naleznete rozmanité Kleinovy Idhve, vymodelo-
:rgl;ﬁmz;s'k‘l‘a.gum wmutlmpo&uﬂ.l'm mm*m
memwmmm abitka. Navic jsme mu propaiili funkci déviko-
vade bonbonk( zvanych antiperie.

Ukdzka strdanky abc



KOUZLO KLEINOVY LAHVE

Ctenardm ABC jsme jiz predstavili MOBIUV PAS (roc. 46, €. 26 ). Vznikne tak, e se prouzek papiru prekrouti
a slepi. Dostaneme jednostrannou plochu, tedy takovou, kterd nema ,rub“ a ,lic“. Bytosti, které by na ni
zily, by nikdy nemusely prelézat pres volny kraj, a pfesto by mohly navstévovat kamarady Zijici zdanlivé
na druhé strané.

Kleinova lahev je prostorovou obdobou tohoto pasu. Je to uzaviena, spojita, avSsak samu sebe protinajici
plocha. Nema Zadnou volnou hranu (jako napftiklad sklenka ¢i nase ,DZinova ldhev”) a je jednostranna, tedy
nedéli prostor na dvé casti zvané vnitiek a vnéjSek (jako tfreba mic). Ve Ctyfrozmérném prostoru by
dokonce sama sebe neprotinala!

Je ndrocné si takovy Utvar predstavit. | kdyzZ si prohlédnete internetové odkazy, bude se vam zdat pohyb po
takové plose zahadny. Sestavte si proto nasi vystfihovanku. Urcité vzbudi zdjem vasich starSich sourozenc,
taty i dédy.

NAVOD NA SESTAVENI

Pro lepsi predstavu o slozeném modelu si na obrazku prohlédnéte jeho pudorys, narys a bokorys (tedy
pohledy shora, zepfedu a zprava).

Spoje radné pfrilepujte, protoze uvniti slozené vystfihovanky se budou pohybovat perlicky a odchlipnuté
zalozky by jim znemozZnily cestu.

Vsechny dily po obvodu vystfihnéte. Z rubu si pfi tom pribéiné poznamenavejte oznaceni dild A - H a Cisla
hran 1-18.

Naryhujte vSechny barevné vyznacené hrany (i u zaloZek) a prelozte je — v modrych ¢arach rub na rub,
v Cervenych ¢arach lic na lic.

Slozte kominek C (pti lepeni jej mlzete stisknout na plocho). Sestaveny kominek prostrte vystfizenym
obdélnikovym otvorem v dilu A, potrete jeho zalozky a podle oznaceni slepte 2 - 5.

Slozte dily F a G (barva je uvnitf) a sestavte je k sobé. Vytvofi se jakoby ,vnitfni plocha” kalichu.

Sestavte kominky E a H (pozor — zdlozka u H je pfilepena vné — barva je uvnitr). Postavte F na podlozku a na
zalozky dilu G zrubu navléknéte a prilepte podle oznaceni 9 - 12 kominek E. Do jeho vnitiku zespod
zasunte (smérem od F do G) a pfilepte podle oznaceni dil H, ktery pékné zakryje rub vystfihovanky (H
potrete lepidlem jen malinko, aby lehce vklouzl do kominku E).

Sestavte dil B. Spojte jej hranami 15 a 16 s dilem A. Navléknéte B na kominek E podle oznaceni 14. Bude
priléhat k barevnému rozhrani kominku — pfilepte jej, zevnitf jsou zdloZky pristupné.

Prilepte tu hranu ,vnéjsi stény” kalichu A, na kterou je pfipojen dlouhy kominek C, ke ,,spodni“ hrané dilu F
kalichu.

Dil D tvoti most mezi C a E. NesloZzeny jej podsurite pod lepidlem potfené zalozky 17 a 18 a pfilepte.
Sestavte a slepte cely most (neni oznaceno Cdisly), tisknéte pritom kominky v prstech k sobé, pfilepujte
nejprve obé lichobéznikové plochy, potom ,vicko”.

Dokoncete slepeni obou casti povrchu kalichu, stridavé jej slepujte ,,dole” a ,nahore”, nakonec obvod
kalichu.

PUTOVANI PO PLOSE

Predstavte si, Ze kalich byl sestaven z jednobarevného zeleného papiru. Cestovatelem po plose bude prvni
perli¢ka. Libovolny bily puntik na kraji kalichu bude znackou pro start a cil jeji cesty. Promyslete si, jak
musite kalich naklanét, aby se kuli¢ka dostala od startu do cile. Ten je sice na stejné pozici, ale v neviditelné
¢asti modelu. Perlicka brzy zmizi z oi, vite vSak, Ze je stale na zelené strané. To, jak postupuje kcili,
poznate podle chvéni povrchu a stisknutim okraje s puntiky. S trochou Sikovnosti by se odtud zase dostala
na startovni znacku.

Kdyby byl kalich obdaren pfitazlivosti a perlicky Zivotem, pak bychom je mohli odstartovat odkudkoliv a ony
by se prohanély po celé plose, aniz by vnimaly néjaky rub a lic, vnitfek a vnéjsek. Kazdy bod plochy by byl
pro né dostupny.



DAVKOVAC ANTIPERLI

Nasypte do kalichu par kuli¢ek, odeslete je preklapénim do neviditelnych zakouti Kleinovy lahve. Zatfepejte
kalichem tak, aby jej bylo mozné postavit na nozZicku. Vyzvéte bratra nebo mamku, at si jednu kulicku

vysypou.
Nas davkovac vam priblizi problém, ktery i dnes zajima tisice lidi na celém svété.
Konstrukce a slepeni modelu Marie Kupc¢akova.

Dol antipeni
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4. CLANEK  Kapitola 3.3.2 z tieti ¢asti mé dizerta¢ni prace.
KUPCAKOVA, M. Geometrie jako tvorba. Disertaéni prace. MFF UK Praha. 2005. 224 stran

3.3.2 Kleinova lahev

Kleinova lahev a jeji modelovani jsou vice jak sto let po objevu stdle inspirujicim
geometrickym namétem. Vétsina modell Kleinovy ldhve na obrazcich v ucebnicich
geometrie i na webovskych strankach je pocitacovych (obr. 3.204 Davida P.
Cervone) nebo plvodné vyrobenych ze skla. Pro vyklad je vhodnéjsi skutecny
papirovy model, na kterém lze ovérovat topologické vlastnosti této jednostranné
plochy.

Obr. 3.204 Kleinova lahev, Davide P. Cervone

Obr. 3.205 Promény plochy

a b c d

Z euklidovské geometrie mame jasnou predstavu o tom, Ze kazda uzaviena omezena plocha déli prostor E;
na tfi ¢asti, které mUZeme nazvat vnitrek, vnéjsek a hranice.

Prikladem takové plochy je barika, [dhev a na obr. 3.205. Deformacemi b, ¢ pak teoreticky dojdeme ke zcela
jiné 1ahvi d, ktera je také uzavienou plochou, prostor vSak nedéli na vnitfek a vnéjsek. Je to jednostranna
plocha, kterd dostala jméno podle svého objevitele Felixe Kleina (1849-1925).

Zajimalo mé, zda je mozné sestavit papirovy model topologicky ekvivalentni s d a jak dopadne praktické
ovéreni tvrzeni, Ze Kleinovu lahev Ize vytvofit spojenim dvou Mébiovych pasu.

Obtizné predstavitelné uvahy byvaji v této souvislosti ilustrovany pomoci grafu (viz napfiklad
http://mathworld.wolfram.com/Torus.html)(2005). Jsou v ném pismeny oznaceny hrany (strany), které se
spoji, a Sipkami je pak vyznacena orientace hran.

UvaZujme obdélnikovy prouzek papiru, jehoz kratsi protilehlé strany jsou souhlasné orientovany. Jestlize
jeho vrcholy spojime (slepime) tak, abychom zachovali orientaci, vznikne pldst vdlce (obr. 3.206).

Obr. 3.206 Graf plasté vdlce

Slepeny pas jako plocha ma dvé volné hrany. Kdyz jej budeme stfihat v delsi
ose puvodniho prouzku, rozpadne se na dvé Casti. KdyZz zacneme povrch
obarvovat, obarvime jednu stranu, druhou nikoliv. To bychom museli prejit
pres hranu, nebot valcova plocha neni jednostranna.

Pokud obdélnikovy prouzek (tedy utvar z prostoru Ez) spojime tak, Ze
zaménime orientaci jedné strany (otocime jej v prostoru E3 o 180°), vznikne
A A nova plocha, tzv. Mébiliv pds (obr. 3.207).

Obr. 3.207 Graf Mdbiova pdsu

Mobilv pas je utvar s podivuhodnymi topologickymi vlastnostmi, které se lisi od vlastnosti pfedchazejici
plochy (napftiklad [I/107] [11/60]).


http://mathworld.wolfram.com/Torus.html

e Majen jednu hranu, ktera je v prostoru topologickym obrazem kruznice.
e KdyzZ jej rozstfihneme podélné v ose, nerozpadne se, ale vznikne jeden prouzek pretoceny o
360°.
e KdyZz ho budeme obarvovat, nepodafi se ndm jej obarvit tak, aby byla jedna strana treba
cervena a druha zelen3, nebot to je jednostranna plocha.
e Stfihame-li podélné ve tretiné prouzku, rozpadne se Mobillv pas na dvé ¢asti.
UvaZujme, Ze jiz mame plast vdlce a teoreticky z néj modelujeme anuloid (torus) spojenim dvou souhlasné
orientovanych kruhovych hran (obr. 3.208).

B

Obr. 3.208 Graf anuloidu

B

Teoreticky vSak bylo mozné orientovat kruhové hrany navzajem opacné a pak je spojit (obr. 3.209).

B

Obr. 3.209 Graf Kleinovy Idhve
B
K tomuto prekrouceni bychom vsak potfebovali prostor o dimenzi vyssi, tedy Es. V ném by plocha sama
sebe neprotinala, tak jako se MobiGv pds neprotind v Es, ale protind se jeho model (viz obrazek) v E.
Trojrozmérny Utvar odpovidajici obrazku d, ve kterém se ztotozni body v E4 rlizné, Ize chapat jako zobrazeni
uzavieného ¢tyfrozmérného utvaru, zvaného Kleinova Ighev, do Es.
Nameét jsem zpracovdvala i pro papirové vystfihovanky Casopisu abc. Proto byla barika a stylizovana do
jednoduché, snadno sestavitelné podoby skladajici se ze dvou komolych rotacnich kuzeld a jednoho
rotacniho valce. [11/88] Nadoba, obr. 3.210, byla obalem na bonbony zyané megalentilky. |
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Obr. 3.211 Konstrukce plochy typu d

Kleinova lahev [11/87] byla vétsi ofiSek po strance konstrukéni i funkéni. V internetovych diskuzich se také
mlzZeme dozvédét, Ze ji nelze z papiru modelovat. Jediny papirovy model jsem aZ dodatecné objevila
v publikaci Stephena Baara [I/3]. Jeho sit” je geometricky Cistsi neZz moje, nebot je z jediného kusu. Snazila
jsem se o papirovou podobu plochy d. Provedla jsem tedy nezbytné konstrukéni dvahy (obr. 3.211) a na
jejich zakladé sestrojila sit papirového modelu hranaté Kleinovy ldhve (obr. 3.212).

Jak jsem se jiz zminila, pro détsky ¢asopis neni tfeba hledat sit z jediného kusu, ¢asopis sleduje jiné priority,
mezi nimi smysl cinnosti. Jestli jsme mohli do minulé nadoby ukladat lentilky, tak nova vystfihovanka



slouzila jako davkovac¢ malych antiperli, ve kterém kulicky bonbonk( zdhadné mizi a zase se objevuji na své
cesté po celém povrchu plochy. Kdyby byly k Iahvi pfitahovany, mohly by opravdu putovat po celé jeji
plose, aniz by prfekonavaly néjakou volnou hranu, jako tomu bylo u lentilek.

Obr. 3.212 Vystiihovanka Kleinovy ldhve

Obr. 3.213 Obr. 3. 214 Papirovy model Kleinovy lahve

Drahu antiperli pohybujicich se i uvnitf bychom mohli sledovat v rozfiznutém modelu na obr. 3.215. Pokud
by pak mély tu vlastnost, Ze by plochu pti pohybu obarvovaly, pak by byla celd jednobarevna, vymodelovali
jsme jednostrannou plochu.

Zbyva odpovédét na otdzku, kterou jsme si polozili na zacatku: Co se stane, kdyZz ldhev rozstfihneme.
Budou to dva Mdbiovy pasy?

V popredi na fotografii 3.215 je Mdbilv pas vytvoreny z pavodné
dvoustranné plochy (z papirového obdélniku, ktery ma rub a lic).
MuzZeme tak dobre porovnat, jak a kde doslo na sestrojené plose
k onomu prekrouceni tmavé barvy na svétlou, rubu na lic.

Obr. 3.215 Kleinova Idhev vznika spojenim dvou Mébiovych pdsu

Spojeni dvou Mdbiovych pasu a vznik Kleinovy lahve Ize sledovat také na grafu (obr. 3.216).
Upravme obrazky publikace Ladislava Kvasze Gramatika zmény. [1/73] Spojenim dvou grafd Moébiovych
pasa podél ,kruhovych” hran C vznika graf Kleinovy lahve.

A B X

G, GG G, ;

Obr. 3.216 Graf vzniku Kleinovy Idhve



Co se stane, spojime-li dvé Kleinovy lahve (obr. 3.217)?

Vidime, Ze vznikd novy prostorovy utvar, nova jednostrannd plocha, kterd vSsak ma jiné topologické
vlastnosti, nez jaké méla Kleinova lahev.

Touto druhou ulohou jsme naznacili topologickou cestu k dalsSim hezkym otazkam a jejich reSenim.

"N'® © 06 o \a o e & 7,
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Obr. 3.217 Dvé spojené Kleinovy Idhve
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Dovétek 2024 (MK)

Na celou plochu ze zavéru kapitoly mizeme nahlédnout pomoci rozfiznutého modelu, jako na obr. 3.215.

L,uvnitr”

Vystrihovanka je vSak prestfiknuta barvou, jako by byla sestavena z jednobarevného papiru, ktery nema
rub a lic. Zub Casu ji sice za dvacet let topologicky zdeformoval, i presto vidime volné prechazeni z ,,vnitrku
do ,,vnéjsku“ na celé plose. Cervend cesta by mohla vést i bodem, ktery je na ,vnéj$i“ strané startovniho
krizku, nebot v kompaktnim modelu neni hrana (na fotografii dole).



